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Transformatie van een som van exponentifle termen

doorp

C.G. Lekkerkerker

Door Prof. Van Dantzig werd de volgende vraag gesteld:

1s het mogelijk de reeksen
oD

:E: e—y\‘mgizﬁe cos b x (x,y, K>0)
N
voor te stellen door een som van Ko—functies?
In het volgende zullen we deze vraag bevestigend beantwoorden
(zie formules (3) en (5)). Daarbij zullen we gebruik maken van

de formule van Poisson
e

(1) }ii g(n) = f: / g(t) e”2™ It 4¢

- OND M oay -0

en van de volgende formule voor Ko(z) (zie b,v. Erdélyi, Higher
transcendental functions II, p.82):

0o
2) K (z) = eZ RV 4y Re z >0),
© O
We beschouwen eerst/h vengenoemde reeks met +*<2. Passen
we (1) toe met g(t)me'y\’t n itx’ dan vinden we
oo 22 oo D
Zf‘ e—y\/n2+n< cos nx z“%e~kﬁy+% 22. e-¥inT+ K+1inx
I’}:’] - Tlms e (NY
K ' (W]
= ‘%e Ny +é’ Z fm(X:Y)
M = OO
met 00 S22 _
fm (x,y) = J/ e~V VETE R Tt -27 Imt at.

N
Substitutie van t= K sh v geeft
jfc¢e~ﬁ ychv + ik (x-2mm)sh v

fm(x,y) = K ch v dv,
- N
wat we ook kunnen schrijven als
L]
fm(x’y) - . % fe—my ch v+ik (x-2wm)sh v dv.
- N

We stellen nu

r o= K\/y2 + (xmewrm)Q,

Ky = r cos ¢, K (x-2mwm) = r sin ¢ .

Wegens ky> 0 kunnen we nemen |¢l<%7 . We hebben
Kychv -1iK (x-2wm) ch v
=rchvecose -1irshvsing =r(chvchigp-shvship)
= r ch(v-1¢).



-

Verder 18 ch v in de strook begrensd door de rechten
Im v = 0,¢ exponenticel kleiln voor |v! _» o, Dus 1s

N “1( 14 ) 00 h
= < -y ch{v-1¢ L _ 2 / - ch v
() = -2 [ e Plave - 2 [ e av.
o] -0
Gebrulk makend van (2) vinden we dus de volgende formule:
L 2D . oe e
(3) lz-w e"‘y\: N+ N o8 NX = --“(%Q f\y_ 5%_ }uw KO(K‘u’y2+(x-—2‘nm)2).
M= Mez ~O00

Voor grote waarden van z hebben we (zie Erdélyi,l.c.,p.86)

KO(Z)me—Z{\/ég + O(%zl*E/ng, - ig<:arg z:;%? .

De termen van de reeks in het rechterlid van (3) naderen dus
exponenti&el tot 0. Uit (3) kunnen we een analoog resultast
aflelden voor de reeks met - XK

We laten daartoe W vari&ren In het complexe vlak. We
hebben

2, 2 , 2
5% KO(K \/y +(x-27m)%) = K, (K\fy +{x-27m)°) . 7 ":’ =

en xb'(z)ze"z {—\/ég + 0(524'3/2). Dus, als X en y vast zijn
en K varieert in een begrensd deel van het halfvlak Re WK 2 0,
dan 1s

g% KO(KN/;§+(X~2 m)g) = O(m"B/e) Voor m— oo,

De reeks in het rechterlid van (3) convergeert dus uniform in

¢ als K varieert in een begrensd deel van het halfvlak Re K20,
en stelt daar een analytische functie van 5 voor, We laten nu

K 1n het vierde kwadrant bewegen naar een punt van de nega-
tief imaginaive as, dat we voor zullen stellen door -iK,

Voor n 2 aat dan M/n + K2 over in Vn -7 en voor ng K
in -1 V’ -n", We vinden zo
- /e 2
- 4y VkCon — _-yVn
(%) 2 e ™Y cos nx + & e cos nx
neE K > K
1K <= /73 2
= det VY _ > 2 K (-1ir Vy“s(x- .
ke 25y Koltm ViyBe(x-am) )

We kunnen dit antwoord nog verder herleiden. Uit de definiﬁieé
van Yn(z) en Kn(z) voor gehele n, nl,

Y (Z)*" - 1lim 'z{ n+£(z)‘("1)n‘]-n-—£(z) } ?

E 0
G(2) = 31" 2tm {1 (2)-1, (2)] o
= 41" dam_ sznH(iz jent+et J_n_&(iz)}



volgt

Kn(z) = 31" {*rYﬁ(iz) - ui Jﬁ(iz)}

°

Door in (4) links en rechts het imaginaire deel te nemen krij-
gen we dus

(48) 'éi \‘«‘ -y \/n - N kuOS ﬂ)(z-.%; cos Ky +
N=- . e
7 - » /.2 Y
+?m§:—0@%YO(Kvy +(X-—2ﬁm) ),
(x] T
(#) > sin(y V k“-n°) cos nX=-$3in Ky -
n="
2 BT
* g P 5% Jol < Vy“+(x-27m)“).
Maz - o

Formule (4a) geeft het volgende resultaat voor de in de

aanvang genoemde reeks met - WE:
[wpel ','é“m 2
(5) > e-yVni- K COS nx=-% cos ky+
N=" r ’J
oo J—— R A r—m—%
+ 5 > 2Y (kVy +(x~“wm)2) ¥ 2 sin(y VK -n“kos nx ,
24— 3y Yo Lo
Mz = o N=
waarbij de laatste ultdrukking het minﬁeke f het plusteken
heeft al naargelang we nemen V’n - K ~.1 / < of --i\/h\E 2/
De termen in de verkregen oneindige reeks zign van de orde m 3‘2.

Als nevenresultaat hebben we een formule voor een zekere
onelndige som van Jo—functies gekregen. We geven hiler nog een
direct bewi)s van deze formule en schrijven hem daartoe als volgt:

(o]

(6) v 2 g ( K\/&2+(x—2rrm)2)=-2 .

M= :;J\Z) ° Y e

4
sin(y V’K2~n2)cosnx,

waarblj we afspreken, dat in het rechterlid de term met n=0 en
de term met n= K (indien voorkomend) half getecld worden (overi-
gens 1s de term met n=k gelljk aan 0). We maken gebruik van de
volgende formule (zie Erdélyi, l.c., p.82):

[e2 _ 2 T ycos t
vJO(\/; - )= / e 7 cos(}sin t)dt (Re( % +7)>o)
0
Vullen we in } =Ky, vzzin:(x-erm), dan vinden we door
een genvoudige substitutie:

o
Z 2 -2vi K 08 t
"T:% I (x Vy +(x-27m) }m-f e me .
0

jelnx cos ¢ sin(ky sin t)« sin t dt

K B
- j’ 62W1mv. e~ ixv sin(y Vﬁ;e—ve)dv.

-K
Sommatie over m levert



Y.

- K
(o] S
> 20 (Vi (em)?)es S / 2mimy -1V n 0y v/ 2ov®)ay
M= -0 y m____m K
=-2 S /'2nimv cos xv sin(y Vv ‘2 2
o e

oo f 1 2 fLK‘I " )
=-2 ? \/ + f+...+_ + o |

m=-co Lg 3 (K]-1 (K]

Daar voor een willekeurige op intervallen continu differenticerbare
functie F(v) geldt:

o a+1 . )
Z__ [ cEmimy F(v)dv = % {F(a) + F(a+’l)} (a regel)
M= 00 é .

is de laatste uitdrukking gelljk aan
-Q{F(O) +2F(1) + ... + 2 F(TKT)

met F(v) = cos xv sin(y V/Wg-vz). Daarmee 1s (6) opnieuwe bewezen.



